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Introduction

La propriété de Daugavet est une propriété en mathématiques, dans le domaine de
I’analyse fonctionnelle.

Le résultat suivant fut mis en évidence par I. K. Daugavet en 1963 pour tout opérateur
compact T sur I'espace de Banach C([0, 1]) des fonctions continues sur I'intervalle[0, 1] , on
a légalité || Id + T|| = 1+ ||T|| ou Id désigne l'identité sur X. Cette derniére équation est
connue sous le nom de équation de Daugavet.

Jusqu’a la fin des années 1990, on cherche & étendre cette propriété a d’autres classes
d’opérateurs ou a d’autres types d’espaces. Citons par exemple les espaces de Lebesguel,,.

Dans les espaces de Lebesgue L;(p) et Lo, Popérateur compact 71" satisfait ’équation de
Daugavet.

Dans ce mémoire en étudie la propriété de Daugavet généralement dans les espace
de Banach uniforméments convexes (en particulier les espace L, pour 1 < p < c0).

Dans le premiére chapitre, on a trois parties, la premiere partie sur la compacité, ou
nous avons d’abords mis en définition d’ensemble compact et relativement compact, je I’ai
mentionné le théoréme d’Arzila Ascoli, puis on parle un peut sur les Opérateurs linéaires
bornés et en fin de ce Chapitre, on donne la définition et les propriétés élémentaires des
opérateur compacts sur les espace de Banach et de Hilbert. et je prend 'opérateurs intégrant
comme un exemple d’opérateurs compact d’apres le théoréme d’Arzila Ascolie.

Dans le deuxiéme chapitre, on commence avec une définition formelle (d’équation de
Daugavet),on examine I’équation de Daugavet sur les espace de Banach uniformément con-
vexe,définition des théoréme et juste un exemple j’ai fini mon mémoire par la propriété de

Daugavet.



Introduction

En fait, mon mémoire est juste une définition ou une disposition d’un sujet "I’équation

de Daugavet"



Notations

|1l 5 Est définit une norme sur X.

C(K) Espace des fonctions continues de K dans R.

,(X) Espace des suites (z,) dans X absolument p-sommables.
“(X) Espace des suites (z,) dans X faiblement p-sommables.
Iy Espace des suites scalaires.

L(X,Y) Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.
L(X,k) = X* Le dual topologique de X

k Corps des scalaires (k = R ou C).



Chapitre 1

opérateurs compacts

1.1 Compacité

1.1.1 Recouvrements.

Définition 1.1.1

Un recouvrement d’un partie G de E est une famille H={$; } dont la réunion contient G,
donc G C USQY;.La recouvrement H ={Q); } de G est dite un recouvrement ouvert si chacun §2;
est ouvert. Si on peut trouver Hl = {Q1, Qja, ........ Qi } telle que G C ;N0 ... Ny,

on dit que H est une recouvrement fini de G.

Théoréme 1.1.1 (Heine- borel)
de tout recouvrement H={Q; } d’intervalles bornés et fermésG = |a,b], contient un re-

couvrement fini.

Exemple 1.1.1
Soit H un sous-ensemble de forme H = {Q; = [j,j+1[,j € Z} H est un recouvrement
de R car Vj € R,3 un §); tq j € Q;.

1.1.2 Ensembles compacts.

Définition 1.1.2



1.1. Compacité

Soi X wun espace topologique. G un-sous ensemble de X est dit compact si de tout
recouvrement ouvert de G on peut extraire un sous-recouvrement fini V;, jeJ (ouverts) tels

que, G C jLEJJQj’ Iy, 4(k) =1,2,...,n tel que G C kngj(k).

Définition 1.1.3
Un ensemble G de E est dit séquentiellement compact si et seulement si pour toute suite

d’éléments de G contient une sous-suite convergente vers un élément dans G

Théoréme 1.1.2
Dans un espace normé un sous-ensemble est compact si et seulement si est séquentielle-

ment compact.

Théoréme 1.1.3

Tout intervalle réel borné et fermé G = [a,b] est compact.

Remarque 1.1.1
L’intervalle ouvert et borné |a, b, Uintervalle ouvert fermé et borné |a,b|, et l'intervalle

la, b fermé ouvert et borné ne sont pas des compacts.

1.1.3 Ensemble relativement compacts

Définition 1.1.4
Un ensemble G dans un espace normé E est dit relativement compact si la fermeture G

est compact.

Proposition 1.1.1
Soit E un espace métrique . Un sous-ensemble G de E est compact si toute suite (x,,)nen

d"éléments de G, contient une sous-suite (Tn) Jren convergente dans FE.

Théoréme 1.1.4

Tout ensemble borné et de dimension finie d’un espace normé est relativement compact.



1.2. Opérateurs linéaires bornés

1.1.4 compacité dans C(Q):

C(€2) L’espace des fonction continues a valeurs réelles ou complexes sur le compacte 2 C R™,

muni de la norme ||¢||s = max lo(z)] -
xe

Théoréme 1.1.5 (Arzela-Ascoli)

Un sous-ensemble G C C(Q) est relativement compact dans C(?) si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées:

G bornée:

Il existe M > 0,|p(x)] < M,Vx € Q et Vo € G.

G équicontinue:

Ve > 0,30 > 0,Va,y € Q, |z —y| < = |p(x) —p(y)] <&,V € G.

1.2 Opérateurs linéaires bornés

1.2.1 Opérateurs continus

Définition 1.2.1 (opérateur linéaire)

Soient E et F' deux espace normé, un opérateur I’ défini sur E dans F' est dite linéaire,s’il
vérifie les condition suivantes:

pour tout x,y dans E, o et 5 dans R ou C

i)JTx e F

)T (ax + By) = oT'(z) + BT (y)

Définition 1.2.2

Sotent E et F deux espaces normés, un opérateur T défini sur un sous ensemble G C K
dans F' est dit continu au point xo de G si on a la propriété suivante:

Pour toute suite x, de G converge vers xg, la suite T'(x,) converge vers T'(zg) c’est a
dire

lim 7'(z,) = T(lim x,) = T(xo)

n—oo n—oo



1.3. Opérateurs compacts

1.2.2 Opérateurs borné

Définition 1.2.3
Un opérateur linéaire T défini sur EX dans F' est dit borné s’il existe une constante positive
C >0, telle que
ITall, < C ol Vo € B
La plus petite des constante C vérifiant la relation est appelée normé de T notée ||T|| et

donnée par

1Tz g
]l

||T||=81;13 Z‘Slup |Tx||p = sup | Tz

2] p=1 ]l p<1
Proposition 1.2.1
Si E est de dimension finie alors toute opérateurs linéaire de E dans F est borné (et

ceci ne dépend pas des choiz des norme sur E et F')

1.3 Opérateurs compacts

1.3.1 Opérateurs linéaires compacts

Définition 1.3.1
Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé F, on dit
que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E & un ensemble

relativement compact A(G) dans F. Autremendit, la fermeture A(G) est compacte.

Théoréme 1.3.1 (critére de compacité)
Un opérateur linéaire A : E — F est compact si et seulement si pour toute suite bornée

v, de E. la suite Ap, contient une sous suite convergente de F.

Théoréme 1.3.2
Une combinaison linéaire A = aA; + [As des opérateurs compacts est un opérateur

compact.

Démonstration
Soit {¢,,} une suite borné de E et soit { A, } une suite de F, alors Ay, (z) = aA1p,,(x)+
BAsp, (), avec ¢, € E,n € N.Ajet Asétant compacts, on peut extraire de {A4;¢,} et de



1.3. Opérateurs compacts

{Azp, } deux sous suites convergentes qui donne par leur somme une sous suite convergente

de {Ap,}, donc A est compact.

Théoréme 1.3.3
Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des opérateurs A

ou B est compact.

Démonstration

Soit {¢,,} une suite bornée de E, alors si B est un opérateur borné la suite By, () est
aussi bornée, et de la compacité de Popérateur A il existe une sous suite de A(Bg,,(x)) qui
converge, ce qui implique que AB est compact.

D’autre part si B est compact, on peut extraire de la suite By, (x) une sous suite con-
vergente By, ), et de la continuité de 'opérateur A car il est borné A(By,, (7)) converge,

ce qui implique que AB est compact.

Théoréme 1.3.4

Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, et soit {A,} une suite d’opérateurs
compacts de E dans F' convergentes en norme vers l’opérateur linéaire A de E dans F

Tim |4, — A =0

Alors A est compact.

Démonstration

Soit {p, } une suite bornée de E.l'opérateur A; étant compact, on peut extraire de la
suite { A1, } une sous suite convergente, soit {,}} une sous suite de {,,} telle que, {A;}}
soit convergente.

De la méme fagon, on peut extaire de la suite { Ay} } une sous suite convergente,car Asest
compact; soit {2} une sous suite de {}} telle que,la suite { A2} soit convergente.

Remarquons que, la suite {A;2} est une sous suite de la suite convergente {A;pl} qui
a son tour convergente.

En raisonnant de la méme fagon. pour les opérateurs Ay, A, ..., A, ...,on détermine les
suites {2}, {p2}, ..., {¥P}, ... Il est remarquer que la suite {¢F } est une sous suite de toutes

les suites qui lui précédent et que les suites { AP }sont convergentes pour (k= 1,2,...,p).



1.3. Opérateurs compacts

Comme l'espace F' est complet, pour la compacité de 'opérateur A il suffit de montrer

que la suite {A¢P} est une suite de Cauchy, alors

[Agr, — Agill < [[Ah — Angrll + [|Aneh — An@l| + [| Angelh — A

_£

377> €N suite choisissons

Soit ||, || < M; choisissons n de sorte que 'on a ||[A — A,|| <
N tel que, pour tous les p > N et ¢ > N, on a la relation ||A,? — A,pl|| < £ car la suite
{A, P} est convergente.

Dans ce condition, on aura pour tout p et q suffisamment grands
[Aeh — App]l <e.

Lemme 1.3.1
Soit G un sous espace fermé d’un espace normé E tel que,G # E, alors il existe un

élément ¢ € E,avec ||p|| =1 tel que, pour tout ¢ € G, on a
llp — ¢l > a, avec 0 < a <1

Théoréme 1.3.5

L’opérateur identique I de E dans E est compact si et seulement si E est de dimension
finie.

Démonstration

Soit ; un élément de E, tel que ||¢,|| = 1, alors G = span{¢;} est un sous espace
fermé de E car G; est de dimension finie. D’Apres le lemme il existe un élément ¢, €
Etel que [g,]] = 1 et [|o; — @,|| > 3. prenons une deuxiéme fois le sous espace fermé
Gy = span{p; — @y}, il existe alors un élément ¢, € E avec [|gs|| = 1, |lp; — w5l >
set]|py — ¢5]| > 3. onrépete la méme procédure jusqu’a I'obtention d’un suite {¢,, } vérifient
lenll =1 et ||, — @nll > 3, pour tout m # n.

Il est & remarquer que cette suite {(, } est bornée mais elle ne contient aucune sous suite

convergente.

Corollaire 1.3.1
La boule unité B(0.1) dans un espace de dimension infinie n’est pas compact.
En effet. 1l suffit d’appliquer le théoréme (1.5.5). car la boule unité B(0.1) est sa propre

image dans l’espace X de dimension infinie par [’opérateur identique.



1.3. Opérateurs compacts

Théoréme 1.3.6

Un opérateur compact est un opérateur borné. la réciproque est fausse.

Démonstration

En effet, si on désigne par
B(0.1) ={z € X, ||z|| = 1}.
La boule fermé de rayon 'unité. alors ’ensemble A(B(0.1)) est compact, donc borné,c"est
a dire

|Az|| < oo et par conséquent, sup ||Az| < oo.
l[=]I<1

Ce qui signifie que 'opérateur A est borné.

Réciproquement. 'opérateur identique / de FE dans E est borné mais il n’est pas com-

pact.

1.3.2 Opérateur intégrant

Théoréme 1.3.7

L’opérateur intégral A de C(G) a noyau continu est un opérateur compact.

Démonstration

Soit F un ensemble borné de C'(G) alors, on a
lell < M pour tout ¢ € E
De plus
|Ap(z)| < M |G|£%>é|K(x,y)| VreGetVype L.

Cela veut dire que A(E) est borné.

L’opérateur K est uniformément continu sur le compact G x G,d’ou

Vex>0,30 >0,Vr,y,z € G, |z —y| <d = |k(x,y) — k(y, 2)| < ME‘G|

D’ou
|Ap(z) — Ap(y)| < € pour tout p € E et z,y € G,avec |z — y| < 0.
Ceci exprime que l’ensemble A(F) est équicontinu, d’ou A(F) est relativement compact

d’apres le théoréme d’Arzéla-Ascoli. Alors A est compact.

10



1.3. Opérateurs compacts

1.3.3 Opérateur adjoint

Définition 1.3.2
Soit A un opérateur linéaire borné défini sur un espace normé E a valeurs dans un
espace normé F, alors pour tout ¢ € E ety € F, on définit les fonctions linéaires bornées
UeF*=L(Fk) etV € E*=L(F,k) avec k = (R ou C) comme suit
F—k
U: - U®W)

L opérateur noté A*défini sur F* dans E* est dit opérateur adjoint de A si l’on a,pour

tout U € F* etV € E*

F* — E*
A = AY(U) = U(Ap)) = Vi(p)
Ou encore
EAF%SKk Sk
A*=UoA: p— Alp) — U(A(p))
Lemme 1.3.2

Soit ¢ un élément d’un espace normé E, (p € E) alors, il existe une fonctions linéaire

V € E*telle que |V]| =1 avec
Vip) = llell

Démonstration

Il suffit de voir le théoréme de Hahn-Banach dans les espaces normeés.

Lemme 1.3.3
Soit ¢ un élément d’un espace normé E, (¢ € E) alors, la norme ||¢|| est défini par

el = max{[V(e)[;V € E, [[V] =1}

Démonstration
En vertu de lemmel,il existe U € E* telle que ||U|| = 1 avec la relation U(p) = ||¢||. D’ou

pour tout V € E*, avec ||[V|| =1, on a

Vel < llell = Ule)

11



1.3. Opérateurs compacts

Proposition 1.3.1
Soit A un opérateur linéaire borné défini sur espace normé E o valeurs dans un espace

normé F' alors, l'opérateur Adjoint A*est un opérateur linéaire borné de F*dans E*.De plus,

On a
Al = [|A%|

Démonstration

Pour tout ¢ € E, on pose

Ou encore

Il est claire que la fonction V (¢) = U(A(p)) est bornée comme produit de deux opérateur

bornés la fonction U et 'opérateur A.Autrement dit
A=) < [|A*U]]
De plus, on a
[A @) = U] < [U]HA]
D’ou on obtient
1A < [|Al

Inversement, en vertu du lemme2, il vient

[A(Q)]| = max {|U(A(p))[;U € E*, U] = 1}
= max {|A*(U(y))|;U € E*, [[U| = 1}
< A"l
D’ou, on obtient
[A*]] = [|A]

12



Chapitre 2

Equation Daugavet

2.1 Introduction

La propriété de Daugavet est une propriété en mathématiques, dans le domaine de
I’analyse fonctionnelle.

Le résultat suivant fut mis en évidence par I. K. Daugavet en 1963 pour tout opérateur
compact T sur I'espace de Banach C([0,1]) des fonctions continues sur 'intervalle[0, 1] , on
a l'égalité || Id + T|| = 1+ ||T|| ou Id désigne l'identité sur X. Cette derniére équation est
connue sous le nom de équation de Daugavet.

Jusqu’a la fin des années 1990, on cherche & étendre cette propriété a d’autres classes

d’opérateurs ou & d’autres types d’espaces. Citons par exemple les espaces de Lebesguel,,.

Définition 2.1.1
On pose, pour P > 1
LP(Q,p) = {f : Q0 — C mesurable tq || f||, < OO}

1
181, = { [ 15 du
Q
On pose également
L2, 1) ={f: Q— C mesurable tq | f|., < oo}
| flloo =inf{M >0:|f(x) < M| presque partout}
Il est facile a vérifier que pour tout v € C et f mesurable:||afl|, = |al [ f],, ou nous

convenons que 0.00 =0

13



2.1. Introduction

L’espace LP(QY) : considérons la relation d’équivalence sur LP définie par fRg < f =g
p-p, dellf —gll=0
Lr=Lr/R={[f],f € Lr} telle que [f] ={g € L7 : f =g p.p}

Définition 2.1.2
Un opérateur continue T : X — X dans un espace de Banach est dit satisfait équation

de Daugavet si
11+ T = U] + {7
Tel que I est 'opérateur identité.

Théoréme 2.1.1
Si E est un Arbitrare Atomless Al-ou AM -espace alors chaque opérateur compact T :

X — X satisfait équation de Daugavet.

Théoréme 2.1.2
Si E est un AL-ou un AM-espace et T : E — E est un opérateur continue. il existe un

signe 0 (i.e 0 = {—1,1}) tel que ||[I +0T|| =1+ ||T| .

Définition 2.1.3

On dit qu’un espace de Banach E est uniformément convexe si: V0 <e<2,30<d <1
etr,y€Etgla|<letly|<let|z—y|>ec=|i@+y)<1-0.

ou bien on a la relation ||z,|| < 1 et |y,|]| < 1¥n € N et nh_)IIOlO 13 (@0 +u0)|| =1 =

lim ||z, — y,|| = 0.

2.1.1 Le spectre d’un opérateur

Définition 2.1.4
On appelle spectre de A, et on note o(A), le complémentaire de p(A) dans C
i.e

o(A) ={\ € C tel que (A — \I) n’est pas inversible}

Théoréme 2.1.3

Le spectre de tout opérateur A € L(E) est un compact non vide de C.

14



2.2. Equation de Daugavet

Le spectre de 'opérateur adjoint de A est donné par:

o(A%) = a(A) = {3/A € o(4)}

2.2 Equation de Daugavet

Lemme 2.2.1

Deuz vecteurs u et v dans un espace normé satisfont ||z + y|| = ||x||+||y|| si et seulement
si[lox + Byl = ozl + Byl Ve, = 0

En particulier un opérateur continue T : X — X dans un espace de Banach satisfait
équation Daugavet si et seulement si l'opérateur oT satisfait I’équation de Daugavet pour
chacun o > 0.

Preuve.

Soient deuz vecteurs u and v dans espace vectoriel normé satisfont ||z + y|| = ||=|| + ||y||
et soient o, 5 > 0.

onposeax>>0 m

low + Bof| = [l (u +v) = (a = B)v]
> afu+vl| = (a—=B)
> a[|ull + [Jvfl) = (a = B) [|v]]
= alull + S]]
Donc [lau + fo| = aful + B lv]|

On dit que un nombre compléxe A apartient au spestre du point d’approximation
d’opérateur T si il existe une séquence des vecteurs {x,} avec ||z,| =1 Vn € N et tel que

lim || Tz, — Az,|| = 0.

Théoréme 2.2.1
Si X un espace de Banach uniformément conveze, puis l’opérateur continue T : X — X
satisfait I’équation Daugavet ||I +T|| = ||I||+||T|| si et seulement si la norme || T|| se trouve

dans le spectre du point d’approrimation de T'.

15



2.2. Equation de Daugavet

Preuve.
Soit ||7'|| une point d’approximation de spectre d’opérateur 7' : X — X ou X est un
espace de Banach pas nécessairement uniformément convexe,prend une séquence {x,} telle

quel|lz,| <1 n

lim [|[|T| 2, — T2, = 0

I +T| = [ +T)z|
> |l@n + 1T zall = T 20 — T
2 14T = [[IIT] 2 = Tn]|

Donc en prenant la limite,on voit 1+ ||T'|| > || + T'|| > 1+ ||T||, alors T'satisfait I’équation
de daugavet
pour l'inverse,suppose qu’un opérateur contunie 7" non nul dans un espace de Banach

satisfait ’equation Daugavet.

Lemme 2.2.2
On a lopérateur S = HTTH (dont la norme est égale o un) aussi satisfait l’équation Dau-
gavet i.e
I+ S| = sup ||z + Sz||=1+|S] =2
ll=[I=1
Ainsi il existe une séquence de vecteur {z,} avec ||x,|| = 1 pour chaque n,et tel que
lim ||z, + Sz, || =2
n—oo
implique lim ||%(an + xn)H = 1,et depuis une espace de Banach X est uniformément
n—oo
convexe ,on déduit que lim ||3(Sz, + z,)| = 0,cest-a-dire lim || (52, — x,)|| = 0 ou
n—oo 2 n—oo HTH
lim | Tx, — ||T|| .|| = 0, donc ||T'||est un point approximé de spectre de T.
n—oo

Le théoréeme précédent est réalisé dans un dual uniformément convexe.

Un espace de Banach est uniformément lisse(respectivement uniformément convexe) si
et seulement si sa norme dual est uniformément lisse (respectivement uniformément con-
vexe), et aussi un espace de Banach est uniformément lisse si et seulement si sa norme est

uniformément fortement différentiable.
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2.2. Equation de Daugavet

Un opérateur satisfait 1’équation de Daugavet si et seulement si son adjoint satisfait
I’équation de Daugavet puisque le spectre d’un opérateur est le méme que celui de son

adjoint.

Définition 2.2.1

Un espace de Banach est dit un espace uniformément lisse si
Ve >0,30>0tq [z = L |lyl = et [z —y|| <6 = [lz+yl = [lzl| + Iyl — €|z — yll

Théoréme 2.2.2
Un opérateur continue T' Dans un espace de Banach satisfait l’équation de Daugavet si

et seulement si sa norme ||T||réside dans le spectre de point d’approximation de T.

Corollaire 2.2.1
Un opérateur compact T' dans un espace de Banach uniformément conveze (ou uniformé-
ment lisse) satisfait [’équation de Daugavet si et seulement si sa norme ||T|| est une valeur

propre de T'.

Corollaire 2.2.2
Un opérateur compact T : L,(pn) — L,(1)(1 < p < 00) satisfait I’équation de Daugavet

si et seulement si sa norme ||T|| est une valeur propre de T.

2.2.1 produit tensoriel

Définition 2.2.2 Soient f(z),r € RY, et g(y),y € R*, deux fonction localement intégrables

sur RT* et ’on peut définir une distribution sur RIHF

(f(2)g),p) = / f(@)g()p(z,y)dzdy

Rd—o—k

= /f(l’) {/g(y)w(x,y)dy} dx

Définition 2.2.3 Soit f € D'(R?) et g € D'(RF) on définit le produit tensoriel de f et g
comme une distribution h € D'(R™) telle que:

(h, ) = (f(2), g(y) (. y))
Pour tout ¢ € D(R¥*) on note h = f(z) @ g(y).

1l faut vérifier que le produit est bien défini.
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2.2. Equation de Daugavet

On considére le plus simple des opérateurs de rang-un non-trivial 7" agissant sur les

L,|0,1] : donné par:
T=Fe&yg

Telle que f et g sont des fonctions mesurables bornées, alors 'opérateur 7' de rang un

est compact, donc il satisfait I’équation de Daugavet dans L; [0,1] et L [0, 1],i.e
II+Tly =1+ Tl et [1+Tl =1+[Tl

Si les fonctions f et g satisfont (f,g) = /fg dp = 0, alors 'opérateur T n’a pas de
valeur propre non nulle et donc pour 1 < p < oo 'opérateur 7' ne satisfait pas ’équation de

Daugavet sur les L, [0, 1].

Théoréme 2.2.3
Un opérateur continu T : X — X dans un espace de Banach espace de Banach uni-

formément conveze (ou uniformément lisse)satisfait I’équation de Daugavet et on a f(X\) =

o0
Z ap\, est une série telle que a,, > 0 et pour toute n > 0.5i f(||T||) < oo,Donc lopérateur

n=0

continu f(T) satisfait I’équation de Daugavet et ||f(T)|| = f(||T]]),i.e on a:

1T+ f(D)| =1+ AT =1+ fAUTI)

En particulier, on a les conséquences suivantes:

1-pour toute n = 0,1,2,... lopérateur continu T™ satisfait l’équation de Daugavet, et
T = I e 1T+ 77 = 14 T]" = 1+ |1T".

2-Si le polynome p(\) = Qo+ A Fas )+ ...+ a, \". satisfait o; > 0 pour tout 0 < i < n,
Uopérateur p(T) satisfait [’équation de Daugavet et ||p(T)|| = p(||T||).

3- pour toute o > 0, Uopérateur continu e*T satisfait I’équation de Daugavet et ||60‘TH =

Tl

Preuve.
On a lespace de Banach X, Popérateur continu 7' : X — X, et la fonction f(\) satisfait
I’hypothese du théoréme précédent, par le théoréme 2.2 et 2.3 On a une séquence {x,} des

vecteurs unitaire de X telle que lim ||Tz, — ||T'|| z,.|| = 0.
n—oo

Pour Démontrer lim HTkxn — |T')|" z,,|| = 0, on utilise la démonstration par récurrence
n—oo
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2.2. Equation de Daugavet

Pour
k=1: nh—{{olo | Tz, — ||T|| zn|| = O est satisfait.
On suppose quelle est vrai pour K € N, et on démontré quelle est vrai pour k + 1
TH = T 2y = T(Trx, — | T @) + | T (T = [T 20)

Par passage a la limite
lim HT'““mn — Tt

= tim [T, = 1T 2) + [T (T2, — [T 2,)

< Tim 1T ||(Tz0 — 7" 2,

. k
+ i ([T [T, — ([T 2

<0
Donc

lim HT’““xn T
Maintenant on veut démontré que lim || f(T)z, — f(||T|| x,)|| =0

oo
Soit ¢ > 0,on fixe la somme m telle que Z a; |T||" < € et la somme ng telle que

i=m+1
m

2 o

=0

~|ITII" 2

< € pour tout n > ng,donc pour n > nyg

ATz = ST )]

Z (Tiz; — || T )
<20
cet 3wl S Tl <3

Tiz; — | T 2.

' — HTHan

+i0&i
1

ce que implique
tim [[£(T)z — F(IT] 2] = 0
Donc le nombre f(||T"]]) se trouve dans le spectre d'un point d’approximation de f(7"),puisque|| f(T)|| <
FUITI) et le spectre de f(T) se trouve a l'intérieur du disque fermé de centre zéro et de
rayon || f(T')]| .On déduit que |[f(T)[| = f(IT)-
Par le théoréme (2.2.1) et (2.2.2), donc opérateur f(7T) satisfait ’équation de Daugavet

Définition 2.2.4

Soit X un espace de Banach,on dit que X est localement uniformément convezxe: Vr,y €
X:izl|=Tlet|y]| <1,Ve 0<e<2,3 0<d<1 (dépendc et x), etl|z—yl>ec=
|3(@+y)|<1-96
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2.2. Equation de Daugavet

On remarque que dans un espace de banach localement uniformément convexe ||z,|| <1

pour tout n, ||| =1 et lim H% (n +x)|| =1= lim ||z, — z|| = 0.

Théoréme 2.2.4
Un opérateur compact T : X — X dans un espace de Banach localement uniformément
convexe satisfait I’équation de Daugavet si et seulement si sa norme ||T||est une valeur propre

de T.

Preuve.

Soit T : X — X est un opérateur compact dans un espace de Banach uniformément
convexe.

Si [|T'|| est une valeur propre de T',alors il est claire que | +T'|| =1+ ||T| .

pour I'inverse, on suppose que 7" satisfait I’équation de Daugavet, par le lemme 32, on a

I’opérateur compact S = ﬁsatisfait I’équation de Daugavet ,i.e
sup ||z + Sz|| =149
[[=]]=1
=2
On choisit une séquence {z,} € X telle que ||z,|| =1 et lim ||z, + Sx,| = 2......(%)

En utilisant la compacité de S, on peut supposer que lim ||Sx, — x| = 0, pour certain
n—oo

z e X.

De
|20 + Szl < [lznll + [|Szn]]
< 1+ |[Snl
<1+1
<2
Et (*), on déduit que
] = Tim [[S, | = 1

Aussi de l'inégalité
[+ Saall = [1Szn — zf| < [lzn + 2]

<9
On voit ¢a lim ||z, + z| = 2, ou lim ||3(z, +2)|| = 1 = lim ||z, —z| = 0, par
conséquence lim || Sz, — Sz| = 0,donc Sz = z, ou (ﬁ)x =1 = Tz = ||T|| x,donc la

norme ||7’||est une valeur propre de 7. m
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2.3. la propriété Daugavet

Enfin, on ferme cette section par le résultat suivant:
Le théoréme (2.2.1) n’est pas valable dans espace de banach localement uniformément

convexe

2.3 la propriété Daugavet

Définition 2.3.1
Un espace de Banach est dit satisfait la propriété de Daugavet de Daugavet si tout opéra-

teur faiblement compact dans cet espace satisfait ’équation de Daugavet.

Théoréme 2.3.1
1l existe un espace de Banach tel que tout opérateur faiblement compact satisfait ’équation

de Daugavet. cet espace s’appelle espace de Banach ayant la propriété de Daugavet.

Définition 2.3.2 (d’un espace dual)
Soient (k,+,%) un corps commutatif et E un espace vectoriel l’ensemble L(E, K) des

formes linéaire sur E est un k—espace vectoriel appelé espace dual de E et note E*.

Théoréme 2.3.2 Un espace de Banach satisfait ’équation de Daugavet si et seulement si

sa norme dual satisfait la propriété de Daugavet.

L’espace L, 1 < p < oo ne satisfont pas la propriété de Daugavet, mais pour p = 1 ou

p = 00, 'espace Lq(u) et espace Lo (u) satisfont la propriété de Daugavet.

Théoréme 2.3.3
Atomless AL-espaces et atomless Dedekind complet AM-espace avec des unités satisfont
la propriété de Daugavet.

Pour la démonstration de ce théoréme voir [1,page 225-228]
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Résume :

La propriété de Daugavet est une propriété en mathématiques, dans le domaine
de I'analyse fonctionnelle.

Le résultat suivant fut mis en évidence par I. K. Daugavet en 1963 pour tout
opérateur compact T sur l'espace de Banach C([0,1]) des fonctions continues sur
l'intervalle [0,1] , on a I'éqgalité ||Id+T||=1+|[T|| ou Id désigne l'identité sur X. Cette
derniére équation est connue sous le nom d’équation de Daugavet.

Jusqu'a la fin des années 1990, on cherche a étendre cette propriété a d'autres
classes d'opérateurs ou a d'autres types d'espaces. Citons par exemple les
espaces de Lebesgue L,

Abstract :

The property of Daugavet is a property in mathematics, in the field of functional
analysis.

The following result was demonstrated by IK Daugavet in 1963 for any
compact operator T on the Banach space C ([0,1]) of the continuous functions on
the interval [0,1], we have the equality || Id+ T|| = 1+ |[T|| where Id designates
the identity on X. This last equation is known under the name of Daugavet
equation.

Until the end of the 1990, this property was extended to other classes of
operators or other types of spaces. For example, the spaces of Lebesgue L,
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